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Taxa d’intere`s
Taxa d’intere`s r per any: una quantitat P0 rendeix al cap d’un any
P0 + P0r = (1 + r)P0.
Calculat cada sis mesos: P0 + P0
r
2 = (1 +
r
2 )P0 = P1 al cap de sis
mesos i (1 + r2 )P1 = (1 +
r
2 )
2P0 al cap de l’any.
Calculat cada 1n any: (1 +
r
n )
nP0
Calculat continuament: limn→+∞(1 + rn )
nP0 = e
rP0
Calculat cont´ınuament en T anys: PT = e
rTP0.
dPt
Pt
= r dt.
Descomptar: V valor esperat a temps T → Ve−rT valor a temps
zero.
Contractes a termini. El concepte d’arbitratge
Un contracte a termini e´s un contracte fet a temps 0 pel qual ens
obliguem a comprar a temps T un determinat actiu. Quin ha de
ser el preu?
Si S e´s el preu de mercat a temps 0 de l’actiu, el just e´s F = SerT ,
suposant que el rendiment del diner sense risc e´s r . Si no e´s aix´ı,
e´s pot fer negoci sense risc:
• Si F < SerT , una persona que te´ l’actiu pot fer negoci sense risc:
el ven a preu S , posa S al banc i signa el contracte de futur (com
a comprador). A temps T , te´ SerT diners al banc dels quals en
gastara` F per tornar a tenir l’actiu. Ha passat de tenir l’actiu a
tenir l’actiu me´s un benefici de SerT − F .
• Si F > SerT , algu´ que no te´ res pot fer negoci sense risc:
demana S al banc, amb aixo` compra l’actiu i ven un contracte de
futur. A temps T , cobrara` F pel seu actiu i deura` SerT al banc,
amb la qual cosa haura` fet un benefici de F − SerT .
Canvis de divises. Concepte d’arbitratge
Un industrial, dins de 90 dies ha de pagar un milio´ de lliures a un
prove¨ıdor. Per disminuir incertesa, fara`, avui, un contracte a
termini amb un banc per comprar un milio´ de lliures dins de
T = 90 dies, a una determinada taxa de canvi F . Quina taxa de
canvi F sembla justa?
Preu d’una lliura esterlina:
• Avui : S = 1, 32236 euros. • A 90 dies: F = 1, 33345 euros
D’on surt aquest F?. Te´ a veure amb la difere`ncia entre els
rendiments r1, r2 del diner a EU i UK.
Ha de ser F = Se(r1−r2)T . Si no e´s aix´ı, es pot fer arbitratge,
negoci sense arriscar:
Canvis de divises. Concepte d’arbitratge
• Si Fer2T < Ser1T , anire´ a un banc angle`s, demanare´ X lliures en
pre´stec, les converteixo en XS euros i els poso en un banc
espanyol. Al mateix temps faig un contracte de futur a Espanya
per comprar Xer2T lliures. A temps T tindre´ XSer1T euros, dels
quals XFer2T els utilitzare´ per a comprar Xer2T lliures que tornare´
al banc angle`s per pagar el meu deute. He guanyat
X (Ser1T − Fer2T ) euros sense arriscar res.
• Si Fer2T > Ser1T , anire´ a un banc espanyol i demanare´ XSe−r2T
euros en pre´stec, que utilitzare´ per comprar Xe−r2T lliures, que
posare´ en un banc angle`s. Al mateix temps venc un contracte per
a la compra de X lliures. A temps T , tindre´ X lliures al banc
angle`s, que donare´ al comprador del contracte a termini per XF
euros. En aquest moment haure´ de pagar XSer1T−r2T al banc
espanyol, i em queda un benefici net.
Opcions de compra i venda
Una opcio´ de compra (call option) d’un determinat actiu financer
e´s un contracte fet a temps 0 que do´na al comprador el dret (no
l’obligacio´) a comprar a temps de venciment T (expiration date,
maturity) un l’actiu a preu K (exercise price, stike price).
Aix´ı, si a temps T el preu de l’actiu e´s ST > K el comprador
exerceix l’opcio´, el venedor li ha de vendre l’actiu a preu K .
Venent-la immediatament a preu de mercat, el comprador fara` un
benefici de ST − K . Si el preu de l’actiu e´s ST < K l’opcio´ no e´s
exercida i no te´ cap valor. Una opcio´ de venda(put option) do´na el
dret a vendre. Les opcions europees nome´s es poden exercir al
venciment, les opcions americanes es poden exercir en qualsevol
moment abans del venciment.
Valoracio´ d’una opcio´: A temps zero, l’actiu te´ un valor S0. Quina
e´s la prima C que ha de pagar el comprador d’una opcio´ de
compra per tenir aquest dret?
Sigui St el valor a temps t de l’actiu. Necessitem un model per a
St , necessa`riament amb una component estoca`stica.
El moviment brownia`
Una variable aleato`ria pren valors nombres amb una determinada
llei. La llei normal N(0, 1) e´s la que te´ densitat
1√
2pi
e−
1
2
x2
Si X te´ llei normal N(0, 1), µ+ σX te´ esperanc¸a µ, desviacio´
t´ıpica σ amb llei N(µ, σ) de densitat
1
σ
√
2pi
e−
(x−µ)2
2σ2
El moviment brownia` (Brown, Bachelier, Einstein, Wiener)
Un proce`s Z = (Zt) e´s un brownia` (unidimensional) si
• El increment ∆Z en un petit interval de temps ∆t e´s
∆Z = ε
√
∆t, amb ε normal standard. Aix´ı, ∆Z te´ mitjana zero,
desviacio´ t´ıpica
√
∆t, varianc¸a ∆t.
• Els increments ∆Z en diferents intervals de temps so´n
independents.
• El futur Zt , t > T depen nome´s del present ZT i no del passat
Zt , t < T .
El increment ZT − Z0 en un interval llarg de temps e´s la suma
d’increments en intervals ∆t = TN ,
ZT − Z0 =
N∑
i=1
εi
√
∆t,
amb εi , normals standards independents. Tambe´ e´s normal amb
mitjana zero, varianc¸a N∆t = T i desviacio´ t´ıpica
√
T .
Quan fem ∆t → 0, dZ = ε√dt. Un brownia` generalitzat Xt de
para`metres µ, σ te´ increments
dX = µdt + σdZ .
El model per a un actiu. Brownia` geome`tric.
Bachelier (1900) proposa` el moviment brownia` per a modelar
l’evolucio´ dels preus dels actius financers.
Model: el proce`s S = (St) de l’evolucio´ de preu d’un actiu
compleix el brownia` geome`tric, so´n les taxes d’increment les que
segueixen el brownia`
dS
S
= µdt + σdZ .
En un petit interval de temps ∆t, l’increment esperat de S e´s
µS∆t. La desviacio´ t´ıpica de ∆S e´s σS
√
∆t. σ s’anomena la
volatilitat. Hom pot veure llavors que
d lnS = (µ− σ
2
2
)dt + σdZ .
lnST − lnS0 te´ llei normal d’esperanc¸a (µ− σ22 )T i desviacio´ t´ıpica
σ
√
T . ST te´ esperanc¸a S0e
µT .

So´n correctes aquests models?
Una primera aproximacio´ al cost d’una opcio´
Si sabem que a l’instant 0 l’actiu val S0, la llei de ln ST , segons el
nostre model, e´s normal amb esperanc¸a ln S0 + (µ− σ22 )T i
desviacio´ t´ıpica σ
√
T . El valor de l’opcio´ en l’instant T e´s
max(ST −K , 0), per tant en terme mig valdra` E (max(ST −K , 0)).
Sembla natural pensar que el preu que hem de demanar per l’opcio´
en l’instant 0 sigui aquest mateix valor, descomptat a la taxa
d’intere`s del diner sense risc,
e−rTE (max(ST − K , 0)).
Malgrat que aixo` ens pugui semblar natural, aquesta no e´s la
solucio´ correcta, doncs en general do´na oportunitat
d’arbitratge.
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Model discret
Valor a temps zero S0 = 100 d’una accio´.
Valor a temps T = 1 {
S1 = 150
S1 = 70
No diem amb quina probabilitat S1 pren el valor 150 o 70.
Suposem que amb cost C es pot comprar a temps zero una opcio´
de compra d’una accio´, a temps 1 i amb K = 130. Suposem tambe´
que podem comprar accions a temps zero a 100 cadascuna.
Model discret
Posem-nos en la posicio´ del venedor d’opcions. Dissenyem una
cartera amb y opcions venudes i x accions comprades a temps
zero. Despre´s de signar el contracte, tindrem Cy − 100x en cash,
que posem al banc, i x accions.
El valor d’aquesta cartera (opcions venudes i accions) a temps 1 e´s{
150x − 20y , S1 = 150
70x ,S1 = 70
mentre que tindrem (Cy − 100x)(1 + r) al banc. Si triem x , y de
forma que aquests dos valors siguin iguals,
150x − 20y = 70x , y = 4x
hem eliminat el risc.
Aleshores, haurem fet un guanyi de
70x + (4xC − 100x)(1 + r) = x(1 + r)
(
70
1 + r
− 100 + 4C
)
.
d’on l’expressio´ E en pare`ntesi ha de ser zero:
C = 25− 70
4(1 + r)
=
5(3 + 10r)
2(1 + r)
.
Si C e´s diferent d’aquest valor, hi ha oportunitat d’arbitratge:
si E > 0, prenem x positiu, comprem x accions i venem 4x
opcions.
si E < 0, prenem x negatiu, venem x accions i comprem 4x
opcions.
Teorema d’arbitratge
En l’exemple anterior, no ha intervingut pas cap estimacio´ de la llei
de S1. En un cert sentit, el no arbitratge del mercat assigna
automa`ticament aquestes probabilitats.
Considerem un experiment
• amb M possibles resultats, j = 1, 2, . . . ,M,
• que es poden fer N apostes sobre el resultat; a l’aposta
i = 1, 2, . . . ,N, si surt j hi ha un guanyi/perdua de ri (j).
• Una estrate`gia d’aposta e´s un vector X = (x1, x2, . . . , xN), on xi
e´s la quantitat que es juga en la i-sima aposta. Si surt j , el guanyi
e´s
R(j) =
N∑
i=1
xi ri (j).
Teorema d’arbitratge
Teorema. O be´ hi ha un vector de probabilitat
P = (p1, p2, . . . , pM) tal que
M∑
j=1
pj ri (j) = 0, i = 1, 2, . . . ,N,
o be´ hi ha una estrate`gia d’aposta X = (x1, x2, . . . , xN) tal que
N∑
i=1
xi ri (j) > 0, j = 1, 2, . . . ,M.
Diu que o be´ hi ha unes probabilitats pj = P(X = j) de forma que
totes les apostes so´n justes o be´ hi ha una estrate`gia que do´na un
guanyi segur.
Les probabilitats neutres al risc
En el cas de l’opcio´ de compra, el resultat de l’experiment e´s el
valor de S1. Hi ha dos possibles resultats, S1 = 150 o S1 = 70 i
dues apostes a fer: comprar una accio´ o comprar una opcio´ a
temps zero. El teorema ens diu que no hi ha arbitratge si hi ha
p, 0 < p < 1, de forma que el valor esperat de les dues apostes e´s
zero.
El valor descomptat d’una accio´ a temps 1 e´s{
150
1+r ,S1 = 150
70
1+r ,S1 = 70,
Si p designa la probabilitat que S1 valgui 150, l’esperanc¸a de
guanyi comprant una accio´ e´s
p150 + (1− p)70
1 + r
− 100 = p 80
1 + r
− 100 + 70
1 + r
.
Aixo` val zero si p = 3+10r8 .
El valor descomptat d’una opcio´ a temps 1 e´s descomptant
max(S1 − 130, 0), {
20
1+r ,S1 = 150
0, S1 = 70,
i l’esperanc¸a de guanyi d’aquesta estrate`gia
p20
1 + r
− C = 3 + 10r
8
20
1 + r
− C .
D’on obtenim C = 5(3+10r)2(1+r) , com abans. E´s a dir, C ha de ser el
valor esperat de l’opcio´ a temps 1, descomptat a temps zero,
respecte la probabilitat neutra al risc.
Aproximacio´ per un proce´s binomial multiperiode
Hem dit abans que ln ST − lnS0 te´ llei normal d’esperanc¸a
µˆ = (µ− σ22 )T i desviacio´ t´ıpica σ
√
T .
El pas continu de S0 a ST pot e´sser aproximat per salts discrets.
Posem ∆ = Tn , n gran, ∆ petit. Tenim uns salts S0, S1, . . . ,Sn.
El salt del valor de l’actiu cada ∆ unitats de temps, de Si a
Si+1,l’aproximarem per quelcom me´s senzill: o be´ s’incrementa per
un factor u o be´ es decrementa pel factor d = 1u , amb probabilitats
q, 1− q.
Es pot provar matema`ticament que triant
u = eσ
√
∆, q =
1
2
(1 +
µˆ
σ
√
∆)
la iteracio´ dels N salts convergeix a STS0 , amb la mateixa llei.
El que hem apre`s abans e´s que la probabilitat q, 1− q ha de ser
substituida a cada pas per la probabilitat neutra al risc p, 1− p.
Calculem-la. Tenim que partint de Si , l’experiment te´ dos possibles
resultats:
Si+1 =
{
uSi , amb probabilitat p
1
uSi , amb probabilitat 1− p
.
L’estrate`gia de comprar en l’instant i i vendre en l’instant i + 1
tindria un guany
puSi + (1− p)dSi
1 + r∆
− Si ,
que e´s zero quan
p =
1 + r∆− d
u − d =
1 + rT/n − e−σ
√
t
n
eσ
√
t
n − e−σ
√
t
n
.
La fo´rmula de Black-Scholes
Aquest valor resulta ser p ∼ 12
(
1 + r−σ
2/2
σ
√
t
n
)
En consequ¨e`ncia, la llei de lnST − lnS0 per la probabilitat
neutra al risc e´s log-normal pero` amb el para`metre µ original
substituit per r .
Amb aixo` podrem ja calcular el valor just del preu d’una accio´ amb
venciment T i strike K
C = e−rT Eˆ
(
(ST − K )+
)
= e−rTE
(
(S0e
W − K )+
)
,
on W te´ llei normal de mitjana (r − σ22 )T i varianc¸a σ2T .
Un ca`lcul senzill do´na
C = S0Φ(ω)− Ke−rTΦ(ω − σ
√
T ),
on
ω =
rT + σ2T/2− ln(K/S0)
σ
√
T
i Φ e´s la funcio´ de distribucio´ de la llei normal standard.
Figure: Caption for image 2.
L’equacio´ de Black-Scholes
Una altra manera de procedir e´s mirar-se el preu C com a una
funcio´ de S mateix i del temps de venciment t. S segueix la llei
dS = µSdt + σSdZ = µSdt + σSε
√
dt.
Pensem quina e´s la taxa de variacio´ de C en un cert moment t
quan el subjacent val S . Hem de considerar l’increment ∆C en un
petit interval de temps ∆t i fer ∆t → 0. Per la fo´rmula de Taylor
∆C =
∂C
∂S
∆S+
∂C
∂t
∆t+
1
2
∂2C
∂S2
(∆S)2+
∂2C
∂S∂t
(∆S)(∆t)+
∂2C
∂t2
(∆t)2+. . . .
Tenim que ∆S = µS∆t + σSε
√
∆t, per tant si nome´s conservem
els termes en ∆t
∆C =
∂C
∂S
(µS∆t+σSε
√
∆t)+
∂C
∂t
∆t+
1
2
∂2C
∂S2
(µS∆t+σSε
√
∆t)2+. . .
=
∂C
∂S
(µS∆t + σSε
√
∆t) +
∂C
∂t
∆t +
1
2
∂2C
∂S2
σ2S22∆t + . . . .
Ara be´, la variable ε2∆t te´ esperanc¸a ∆t i varianc¸a de l’ordre de
(∆t)2, la qual cosa diu que en el l´ımit quan ∆t → 0 aquest terme
e´s no estoca`stic de l’ordre de dt. Tot plegat s’obte´
L’equacio´ de Black-Scholes
dC =
(
∂C
∂S
µS +
∂C
∂t
+
1
2
∂2C
∂S2
σ2S2
)
dt +
∂C
∂S
σSdZ .
E´s important observar que la variacio´ dC te´ exactament la mateixa
component dZ d’incertesa que S . Ara farem, en temps continu,
exactament el mateix que abans. Produir una cartera consistent en
una opcio´ venguda i un cert nombre d’actius comprats que no
tingui incertesa. La combinacio´ adequada resulta ser tenir ∂C∂S
actius. El cost P d’aquesta cartera e´s
P =
∂C
∂S
S − C
i la seva variacio´
∆P = −∆C + ∂C
∂S
∆S .
Substituint ∆S , ∆C per les seves expressions s’arriba a
∆P =
(
−∂C
∂t
− 1
2
∂2C
∂S2
σ2S2
)
∆t.
L’equacio´ de Black-Scholes
Com que ara no hi ha incertesa, el rendiment de P hauria de ser el
del diner sense risc, a taxa d’intere`s r , e´s a dir,
∆P = rP∆t,
d’on s’obte´
∂C
∂t
+ rS
∂C
∂S
+
1
2
σ2S2
∂2C
∂S2
= rC .
Aquesta e´s l’equacio´ de Black-Scholes. Amb un canvi de variable,
es matema`ticament equivalent a l’equacio´ de difusio´ de la calor
∂u
∂t
=
∂2u
∂x2
.
Imposant la condicio´
C (S , t) = max(S − K , 0), t = T ,
s’obte´ la mateixa solucio´ que abans.
Black-Scholes a la pra`ctica
